
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 单元 4：三角 

 特定目标： 
 1. 理解任意角的六个三角函数及其图像。 
 2. 理解及应用复角公式及和积互变公式。 
 3. 计算三角方程的通解。 
 4. 掌握解二维及三维空间较难问题的技巧。 
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4.1  弧度法 
 
 
 
4.2  任意角的六个三角函数及其图形 

 

  2* 
  3* 

 
 
4* + 4
5* + 5

 学生应已明白弧度的意义。他们应能推导 s = r  θ 及 θ= 2r
2
1A 两条公式和计

算弧长及扇形面积。 

 学生应能掌握角度与弧度的换算。计算三角函数和涉及弧度的公式应有足够

的练习。 

 学生应已熟习正弦、余弦和正切函数及其在 0 至 2π 区间内的图像。这些函

数的定义域可伸展至实数全集。 

 学生可发现正弦、余弦和正切都是周期函数而其周期分别是 2π、2π 和 π。
教师可用单位圆来定义余割、正割和余切。 

 学生应知道 

    
θ

=θ
sin

1 cosec  

    
θ

=θ
cos

1sec  

    
θ

=θ
tan

1cot  

     及 θ=θ+ 22 sectan1

      θ=θ+ 22 coseccot1
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4.3  复角 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  10 
9 
 
 
 

 教师应指示出如何去化简角是 θ±
π
2

n
 (n 是偶数或奇数 ) 的六个三角函数。

应给予学生涉及关系式和恒等式的分类练习。 

 相信学生亦可发现余割、正割和余切都是周期函数而其周期分别是 2π、2π
和 π。 

例一 

证明恒等式 。 θ2sec θ+θ=θ 222 cosecseccosec

例二 

已知
19
3

cos21

sin
2

2
=

θ+

θ
，且 π<θ<

π
2

，试求
θ+

θ
cos21

sin
的值。 

 教师可利用下列图中三角形 PQR 的面积来介绍 
βα±βα=β±α sincoscossin)sin( 的公式： 
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 教师亦可利用线段OP在线OX的投映来显示cos(α+β) = cosαcosβ − sinαsinβ，

  
或应用余弦公式(如学生已学习此公式)于下图三角形 OPQ 来显示 

βα+βα=β−α sinsincoscos)cos( 。 

 
 学生应注意 sin(A ± B)及 )BAcos( ± 的公式对任意角 A 和 B 都成立。教师应

提供足够例子及练习给学生以使他们熟习这些公式，并可鼓励学生自己推出下列

的公式。 

 
BtanAtan1
BtanAtan)BAtan(

−
±

=±  

及和差与积互化公式 
 )BAsin()BAsin(BcosAsin2 −++=  

 )BAsin()BAsin(BsinAcos2 −−+=  
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      2 cosAcosB = cos (A+B) + cos (A−B) 

    2 sinAsinB = cos (A−B) – cos (A+B) 

    
2

yxsin
2

yxsin2ysinxsin −+
=+  

    
2

yxsin
2

yxcos2ysinxsin −+
=−  

    
2

yxcos
2

yxcos2ycosxcos −+
=+  

    
2

yxsin
2

yxsin2ycosxcos −+
−=−  

其它有关公式亦可推出。 

二倍角公式 
    sin 2A = 2sinAcosA 
    cos2A = cos2A – sin2A = 2 cos2A – 1 = 1 – 2 sin2A 

    
Atan1

Atan2A2tan
2−

=  

    )A2cos1(
2
1Asin2 −=  

    )A2cos1(
2
1Acos2 +=  

三倍角公式 
    sin 3A = 3 sinA – 4 sin3A 
    cos3A = 4cos3A – 3 cos A 

    
Atan31

AtanAtan3A3tan
2

3

−

−
=  

半倍角公式 

   2
xcos1

2
xsin −

±=
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2

xcos1
2
xcos +

±=  

    
xcos1
xcos1

2
xtan

+
−

±=  

    
xcos1

xsin
xsin

xcos1
2
xtan

+
=

−
=      

教师应强调这些公式的应用。下列的例子可加阐释： 

例一 

运用
BtanAtan1
BtanAtan)BAtan(

−
+

=+ ，求证
8

tan π
是方程x2+2x – 1=0 的根，从而求

出
8

tan π
的根式值。 

例二 
解方程 1

2
xcos2x2cos 2 =+ ，其中

 
π≤≤ 2x0 。

 
例三 

试以
2
θ
表示 θsin 及 θcos ，由此求出 

    
2t1

t2sin
+

=θ ， 2

2

t1

t1cos
+

−
=θ

  

和

 

    2t1

t2tan
−

=θ ， 其中
2

tant θ
= 。 

由此，解方程 3
sin53

sin4cos3
=

θ−
θ+θ ，其中 °≤θ≤° 1800 。 

例四 

求证
θ
θ

=θ+θ+θ+θ
sin2

8sin7cos5cos3coscos ，其中 。

  
0sin ≠θ
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4.4  补助角的形式 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  2  
  3  

 
 

教师可从这例子引导学生先去探究数式 
2sinθ(cosθ + cos3θ + cos5θ + cos7θ) 
及说明下列三角级数的和亦可用同样的方法处理 

C = cosθ + cos(θ + α) + cos(θ + 2α) + ····+ cos(θ + nα)     
和 
S = sinθ + sin(θ + α) + sin(θ + 2α) + ····+ sin(θ + nα) 

例五 
解下列方程，其中 °≤θ≤° 3600 ： 
(a)  sinθ + sin3θ + sin5θ = 0 
(b)  cos3θ cos8θ + sin4θ sin7θ = 0 

    教师可要求学生将 rcos(θ − α)化为 acosθ + bsinθ 的形式。然后，学生应不

难看出 a = rcosα和 b = rsinα。逆算时，数式 acosθ + bsinθ 可写作 rcos(θ − α)

的形式，其中 22 bar += 及
a
btan =θ 。教师可用下面的直角三角形来阐明上述

的概念： 

 
教师应补充说明数式 θ+θ sinbcosa 亦可利用余角 α−

π
=β

2
来写为 )sin(r β+θ 的

形式。因正弦或余弦函数的值只是由−1 至 1，学生应不难明白 

      r)cos(rr ≤α−θ≤−  
    及 r)sin(rr ≤α+θ≤− 。 

教师可和学生讨论 θ+θ= sinbcosay 图像的形状。可介绍类似下列的例子。
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4.5  三角方程的通解 

    
 
 
 
 
 
 
 
 
  4  
  5  

例一 
(a)  若 )sin(rcossin3 α+θ=θ+θ 其中 r > 0 和 ，试求 r 及

α。 
°≤α≤° 900

(b)  若
7cossin3

1y
+θ+θ

= ，利用(a)的结果，试求 y 值的值域。 

例二 
设 8cos5sin12)(f +θ−θ=θ 。 

(a)  试将 f(θ)化为 c)sin(r +α−θ 的形式，其中 r，α和 c 是常数及 °≤θ≤° 900 。

(b)  利用(a)部的结果，或其它方法，试求 f(θ)的最小值。 

    教师可要求学生列出方程 °=θ 30sinsin 的所有解。学生应知道θ = 30°是 θ
的其中一个解，而 180° − 30°，360° + 30°，540° − 30°，…是其它可能的解。

    教师应引导学生去结合上述结果为两组： 
    °+°=θ 30)180(n2 和 
    °−°−=θ 30)180)(1n2( 及 

简化为单一的公式 

    ，其中 n 是整数。 )30()1()180(n n °−+°⋅=θ
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    在这阶段，学生应不难知道 α=θ sinsin 的通解是 。α−+°⋅=θ n)1()180(n

    教师应和学生讨论如何求出 α=θ coscos 的通解和总结 α±°⋅=θ )360(n 。

    同样地，tanθ = tanα 的通解是 θ = n·180° + α。 
    教师宜将上述三个结果同时以弧度表示。 

    若α−+π=θ n)1(n  α=θ sinsin  
    α±π=θ n2           若 α=θ coscos  
    α+π=θ n            若 α=θ tantan  

    应提醒学生不要将弧度和度在同一公式中混合使用。他们可用反函数的记

法，例如 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−+π=θ −
2
1sin)1(n 1n 来表示。 

    以下的例子可供参考。 

例一 

试求
2
1ycos 2 = 的通解。 

从原式可得出
2

1ycos ±= 而解是
4

n2y π
±π= 和

4
3n2 π

±π 其中 n 是整数。对

能力较高的学生，可重新安排答案如下： 
对  

4
n2y π

±π= ， 

    
4

ky π
±π= ，其中 k 是偶数或零。 

对  
4

3n2y π
±π= ， 

    
4

ky π
±π= ，其中 k 是奇数。 

联合后，解为
4

ny π
±π= ，其中 n 是整数。 
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4.6  三角形的解法 

    
 
 
 
 
 
 

   
 

   
 
 
 
 
 
 
   
 
  10* 

例二 
求 2cosθ = cotθ的通解。 

学生或会忽略 cosθ = 0 是其中一个解。教师应提醒学生不要消去可能是零的因

式。 

例三 
求 cos3θ = sinθ的通解。 

可用正弦或余弦的方法来解。用正弦的方法，可得

及用余弦的方法，可得

)390()1(n180 n θ−°−+°=θ

)90(n3603 θ−°±°=θ 。故利用余弦的公式较易处理。

例四 
求 xcosx4sinx2sin =+ 的通解。 

可利用恒等式 2
BAcos

2
BAsin2BsinAsin −+

=+ ， 

将方程写为 2 sin3xcosx = cosx 的形式。 

例五 

求 1
2

3sin
2

sin2 =
θθ

的通解。 

可利用恒等式 2 sinAsinB = cos (A–B) – cos (A+B) 或
来解这方程。 

Asin4Asin3A3sin 3−=

例六 
求 1sincos3 =θ+θ 的通解。 
解方程时，学生可先将 θ+θ sincos3 化为 或 的形式。)sin(r α+θ )cos(r α−θ

   有关解三角形的数学问题需要应用正弦和余弦公式。对一任意锐角三角形

ABC，学生应不难利用下图，推导出 c
Csin

b
Bsin

=  

和c2 = a2 + b2 – 2ab cos C。 
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这些公式可伸延及应用于任意三角形，包括钝角三角形。其次，正弦公式亦可由

一个任意三角形及其外接圆推导出来。至于余弦公式，除了运用勾股定理外，亦

可从下列三恒等式中推出。 

    a ＝ b cos C＋c cos B 
    b ＝ a cos C＋c cos A 
    c ＝ b cos A＋a cos B 

在这情况下，学生应注意勾股定理是余弦公式的特殊情况。 

    应提供学生足够的例子及习作。解三角形的习作亦应包括下列的情况： 
   （1）任意两个角和一条边 
   （2）任意两条边及其中一边的对角 
   （3）任意两条边及其夹角 
   （4）任意三条边 

学生应能选择及应用适合的公式。教师亦应利用例子详加解释两义情况。下图对

此会有帮助。 
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4.7  二维及三维空间问题 

    
 
 
 
 

 
  4  
  6 

               
 

 教师应介绍较艰深的问题，包括有关复角及任意三角比的问题。 

    应鼓励学生在解问题前，先描绘有关图形。金属线模型或立体模型对解释及

说明会有帮助。 

    足够的例子及练习可帮助学生掌握解有关问题的技巧。 

例一 
在下图，ABC 是一三角形而  ∠A = θ。P 是在 AB 的点而 PA = PB = PC =
l。R 及 Q 是分别在 AC 及 BC 的点，而 ∠QPC = ∠RPC = x。 

 

c>b>cs inB  
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  (a)  试证
)xsin(

sinPR
θ+
θ

=
l

。 

  (b)  试以 θ 表 ∠PCQ 并由此以 l、x、θ 表 PQ。 

  (c)  试证 ΔPQR 的面积为
)xcos()xsin(2

x2sincossin2

θ−θ+
θθl

，且该面积可表示成 

      ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
θ+

θ
−

θ
2sinx2sin

2sin1
2

2sin2l
。 ········ (*) 

(d)  (i)  若
8
π

=θ ，求 x 值的可能范围。由此，利用(*)推出 ΔPQR 的极大面

积，并以 l 表之。 

      (ii)  若
12
π

=θ ，x 值的可能范围为何？ 

           试以 l 表 ΔPQR 的极大面积。 
 

    例二 
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东 

图 2 
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一汽球 B 由平地上两点 P、Q 同时观察，P 在 Q 的北面及相距 c 米。从 P 及 Q 两

点测得汽球的方位角分别为 Sα°E 及 Nβ°E。从 P 点测得 B 的仰角为 θ°。R 是 B
点在地上的投影(见图)。 

(a)  试证当汽球在高度 h 米时， 

    
)sin(

sintanch
°β+°α
°β°θ

= 。 

(b)  已知 θ = 40，α = 54 及β = 46， 
    (i)  试求从 θ 点测得 B 的仰角 ; 
    (ii)  设 M 是 PQ 的中点，试求从 M 点测得 B 的仰角和方位角。 

 
16*+24
18*+28
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